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Préface 

L^Université de Gottingen a bien voulu m'inviter à traiter devant un sa- 
vant auditoire diverses questions d'Analyse pure, de Physique mathématique, 
d'Astronomie théorique et de Philosophie mathématique; les conférences que 
j'ai faites a cette occasion ont été recueillies par quelques étudiants qui ont eu 
la bonté de les rédio;er en corrigeant les nombreuses offenses que j avais faites à 
la grammaire allemande. Je leur en exprime ici toute ma reconnaissance. 

11 convient également que je m'excuse auprès du public de la brièveté avec 
laquelle ces sujets sont traités. Je ne disposais pour exposer chacun d'eux que 
d'un temps très court, et je n'ai pu la plupart du temps que donner une idée 
générale des résultats, ainsi que des principes qui m'ont guidé dans les dé- 
monstrations, sans entrer dans les détails mêmes de ces démonstrations. 
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Erster Vortrag 



UBER DIE FREDHOLMSCHEN GLEICHUNGEN 



h 



(1) ^(x) = xJf{T.y)^(y)dy-\-4{x) 



b 
(la) ^(x) = iix) + A f i'[y)Gix,y)dy, 



wobei 

-V(x,.:A|/) 

Z)(A|/) 

°;esetzt ist. A'' und D sind. wie aus der FREDHOLMsclieii Théorie bekannt ist, zwei 
ganze transaendente Funktionen in bezug auf A. Um ihre Entwicklung explizite 
hinschreiben zu konnen, bezeichne man. wie Fredholm, mit f {y\\ y\\ ... yZ) 
diejenige îi-ieib.ige Déterminante, deien all^emeines Elément f(j^i,yk) iat. Setzt 

man dann 

b b b 



a a a 

so hat maa] 



D{X) = Y1 



i-xr 



Dièse Gleichung foimen wir um, indem wii die durch „Iteration" aus f(x.y) 

entstelieiideii Kerne heranziehen. Setzen wir zunachst 

f{x^,j:i3)f{xg,x^) ■-■f{xx.Tf^)f{x^,Xa) = f{T^,x^ ,■ ■ ■ xx-X,^) , 
so ist klai, daj3 f {x\', x\\ '.'.'. x'X) die Form hat 



^±n/(^..--^^)- 



wie sofoit aus der Entwicklun^ der Déterminante lieivorgeht. Sei nun 
^k = ■ ■ / /(^qT ■ ■x^)dTa ■ ■ dx^, 

•'a •'a 

wobei h die Auzab.1 der Integrationsvariabeln Iq , . . . x^^ bedeutet, so kônnen wir 

ofFenbar auch setzen 

& 



h = fk{x^x)dx, 



"wenn unter 

h h 



a a 



der ■■Â;-facb. iterierte Kern" verstaaiden wird. 

Wir haben den obigen Relationen zufolge jetzt 

Beachten wir nun. daJ3 gewisse unter den in einem Produkt YY ^k enthaltenen 
6it; einandei gleich weiden kônnen, dafi ferner gewisse der Produkte Y\ ^k selbst 
einoiidei gleich sein werden. namlich solche. die durch eine Permutation der Xi 
auseinandei entstehen. so ergibt eine kombinatorische Betiaclitung ftir a^ einen 
Ausdruck von der Form 

». = E ,.,.,..".;,,,., . . . [i-rr^'b.,n(-rr%n(-ir^%r ■ ■ 

aa-\-bi3-\-cy+. . .=tï 



und also 



Dw= Yl 



a,b,Cy.. 



1 / A^6,\^ / X'^bn\ i A"'^ 



d. h. 

ce 

(2) D{\) = W^- 



also 

(2a) iogD(A) = -^^^, 

Den Zàhler -^(j:. y: A) der Funktion G{x .y\\) kann man au£ analoge Weise duich 
die Gleichung 

(3) N{x,y;X) = D{X}-J2^''h+ii^,y} 

definieren. Dièse Gleichungen, welche sich tibrigens schon bei Fredholm finden, 
sind niitzlich als Ausgangspunkt fiir viele Betrachtungen, wie sich nun an einigen 
Beispielen zeigen wird. 

Die FREDHOLMsclie Méthode ist unmittelbar gliltig nur fiir solche Kerne 
/(x,y), die endhch bleiben. Wird der Kern an gewissen Stellen unendlich, so 



kann dennoch. der Fall eintreten, dafi ein iterierter Kern, etwa /n(x,y), end- 
lich bleibt. Dann lafit sich. die Inte^ralgleicliung mit dem iterierten Kerne nacb. 
Fredholm behandeln, und Fredholm zeigt, dafi die urspmngliche Integral- 
^leichung (1) sich auf dièse zuriickfithreii laCt. Die Auflësung wird wieder durch 
eine Formel der Gestalt (la) ^egeben, nur ist jetzt 

DJX) 

zu setzen, wobei 

D„{X) = D(X"\U} 

und 



iVi(x,!,;A} = Z)„(A).X;A'7h+i(:^,y) 



ist. Dabei sind A^i und i?„ wieder ganze transzendente Funktioneu von A: jedoch 
zeigt es sich, daC sie einen gemeinsamen Teiler besitzen: wir woUen zusehen, wie 
sich dies aus unseren Fûimeb] (2) bis (3) ergibt und wie wir eine Bruchdarstel- 
lung der meromorphen Funktion G eihalten. bei dei Nenner und Zahler ganze 
Funktioneu ohne gem ein sam en Teiler sind. 

Ans unserer Annahme ûber die iterierten Kerne folgt, daB die Koeffizienten 
b,i , 6|i+i , . . . endlich sind. Bilden wir nun in Anlehnung an Gleicbung (2a) die 
Reihe 



A^(A) = -A"— -A 



n n -\- 1 

so wird dieselbe konvergieren. Jetzt setzen wir 

G{:>:,y:\) = ^ 

und behaupten, in dieser Formel die gewiinsclite Darstellung zu haben. 

Um dies zu beweisen, haben wir zn zeigen, dafi e und e ■ ^ ^ fh-\-i 
ganze Funktionen sind. 

Zu diesem Zwecke bilden wir -jr-. Man berechnet leiclit 

Hieraus sclilieJ3t man zunàchst, daË -rr eine meromorphe Funktion von A 
ist: denn sie besitzt hocbstens Pôle in den NuUstellen von D-n{\)^ d, h. in den 
Stellen A = a ■ A^ wo a eine n-te Einheitswnrzel und A^ ein Eigenwert des Kernes 
/n ist. Man kann nun zeigen, daB in diesen moglichen Unendlichkeitsstellen das 
GAUCHYsche Residuum von -rr gleich 1 oder ist, je nachdem a = 1 oder 
a 7^ 1 genommen wird. Die hierzu geborige Reclinung wollen wir jetzt nicht 
durchfuliren ; man benutzt dabei den Umstand, dafi das £nr A = Aj^; genommene 



Residuum von — 'i^ '^' gleicli 'pf^{x)if-i^{y) ist, wo i^^. . j/'^. . die zu A = A^ gehorigen 
Ei^enfunktionen, den Gleicliungen 

h 

'PkMfpiy-^'jdx = X^^'Pkiy) 
b 



°;enu°;en. Hieraus folgt. dafi e^ ' eine ganze tianszendente Funlction ist, die luir 
an den Stellen A = A^ verscliwindet. 

Betrachtet man ebenso den Zaliler von G. so sieht man zunaclist, daJ3 er eine 
meromorplie Funktion von A wird, die hochstens an den Stellen A = aA^ un- 
endlich werden kann. Die Betraclitung der Residuen zeigt jedoch, dafi dies nicht 
geschieht. iind somit. dafi dei Zàhler e E A /t_|_i ebenfalls eine ganze tian- 
szendente Funktion ist. Damit ist die Reduktion des FREDHOLMschen Biuclies 
geleistet. 

Die Reihenentwicklung fiir Zaliler und Nenner des FREDHOLMschen Biuclies 
in dieser leduzieiten Gestalt erhalten wir, indem wii anf die Bildungsweise von 
K{X) zuriiGkgeh.en; setzen wir den Nennei 



so haben wir 



Qo:-|-6/3-|-c7H — =ii 



wobei zu setzen ist 



6û = fiir a < îi und 

h 
i>a = J fa(^^^)dx fur Q >n. 

a 

In analoger Weise wiid der Zahler gebildet. Man muJ3 also die Determinanten in 
der gewohnlichen Weise entwickeln, aber diejenigen Glieder dieseï Entwicklung 
wegweifen, welche einen Faktor von der Form /(^i , X2 , ■ ■ ■ x^.) mit weniger als 
n Veranderiicben enthalten. 

Unsere Formeln (2), (2a). (3) sind auch in dem Falle von Nutzen. dal3 auBer 
dem Kern f{x.y) auch aile iterierten Keine unendlicli werden und die Fred- 
HOLMsche Méthode also nun sicher versagt. 

Seien etwa die Zahlen 6i .5^ ^ ■ ■ ■ ^u-i unendlich. 6^ , Èn+i , . . . endlich. Man kann 
dann jedenfalls die Reihe K(X) bilden, fragen, ob sie konvergiert. und untersu- 
chen, ob e^ ' wiedei eine ganze Funktion darstellt. Unter der Voraussetzung, 
dafi f(x^y) ein symmetrischer Kern ist. d. h. 

f{x.y) = f(x.,y)., 



ist mir dieser Nachweis gehingen. Icb. benutze dabei die Relationen 

die ftir n > 2 gelten miissen, da das Geschlecht der Funktion D(X) einem Ha- 
DAMARDschen Satze zufolge kleiner als 2 ist. 

Den Beweis mitzuteilen fehlt jetzt die Zeit. 

Ftir den Zaliler des FREDHOLMschen Bruches habe icb. die Betracbtung nicht 
durcbgefiàbit. 

Nocb einige Worte liber die Integralgleicbung 1. Art! Aiif gewisse derartige 
Integralgleichungen kann man, wenn man sie zuvor auf Integralgleicbungen der 
2. Art zurtickftihrt, die FREDHOLMscbe Metbode direkt anwenden. Es liège z. B. 
die Gleichung 

(1) J P(î/)[e'^^ + ^f{^:y)]dy = V(^) (-<x>< X < +<x>) 

— CCi 

vor, in der ■^'(x) die gegebene, <p{t) aber die gesuchte Funktion ist, wahrend der 
Bestandteil /(x,y) des Kerns eine gegebene Funktion ist, die gewissen. weiter 
unten angegebenen bescbrankenden Voranssetzungen unterworfen ist. Ftir die 
gesnchte Funktion <p(y) machen wir den Ansatz 

— OG 

ans dem nach dem FoURIERschen Integraltheorem , falls ^{x) die Bedingungen 
ftir dessen Glilti^keit erftillt. umgekehrt 



2n'HT)= / f{y)é''>dy 



folgt. Danach verwandelt sich (1) in 



hoc +30 



— Ci- —ce 



oder 

+ DC 



2n^{x)-\-\ / <'î'{z)K{T.z)dz = iix), 



(2) K(x^z)= / f(x^y)e-^'ydy 



^esetzt wird, iind damit sind wir bereits bei einer Integral^leichung 2. Art an- 
^elangt. Der Kern (2) gestattet die Anwendung dei FREDHOLMschen Méthode 
z. B. dann, wenn f{x.y) und ^[^-y' □;leichmaCig in x ftir y = ±co gegen 
konvei^ieien und die Ungleichung 

ay M 

3y' ^ i + y- 

statthat, in der AI eine von x und y unabhangige Konstante bedeutet. Von 
^'(r) genligt es etwa, anzunehmen, dai3 es nui endlichviele Maxima und Minima 
besitzt und im Intervall — oo ■ ■ ■ + oo absolut inte^rierbar ist. 
Wir konnen dieselbe Méthode au£ eine Reihe 

(m) 

anwenden; das Problem ist hier also. wenn V'!^) ^^'^ die Funktionen 6nt{x) 

so zu berechnen. dafi die hingeschriebene 
sich soeben um eine Erweiteiung des Fou- 
rierschen Integraltheorems^ so haben wir es jetzt mit einer Verallgemeinerung 
der Fourierschen Reihe zu tun. 
Setzen wir ipiz) in der Form 



(m) 

an, so bekommen wir 






27r 
Z^K J * — ^ 







W) 



Von der Reihe. welche hier als Kern fungiert, miissen wir voraussetzen, dafi sie 
absolut und gleichmafii^ konvergiert. d. h. wir miissen annehmen, dafi 

(m) 

^leichmafiig konver^eit. 

Setzen wir beispielsweise 

A = 1, On^ix) = e ''"' -e 
so erhalten wir eine Entwicklun^ der Foim 



Die Bedingun^ (3) ist erfullt, wenn wir die absolute Konvergenz von 

(m) 

A'oraussetzen. 

Endlich betrachten wir noch die Gleichung 

In 

(4) j ^{y)[e'^y + Xf(x,y)]dy = 4-{^), (-oc < ^ < +oc) 



welche sich von (1} dadurcb. unterscheidet, dafi das Intégral nicht in unendlichen, 
sondern in endlichen Grenzen zu nebmen ist. In diesem Fall darf V'(^) i^i^ht 
willktirlich ^ewahlt werden: es muC, falls f{z,y) holomoiph ist, sicher eine ganze 
transaen dente Funktion sein, wenn die Gleichung (4) eine Aufiosung besitzen 
soli. Dagegen diiifen die Weite ■li'(îïi) dieser Funktion -i/' fiii aile ganzen Zahlen 
m im wesentlichen willktirlich angenommen werden. Setze ich namlich 

<p{z) = TA^e-'"'\, wo 27rA^= ^{y)^'^ydy ist, 

so verwandelt sich. (4). fiir x = m genommen. in 



2nA^ + \J2^vl e-'^''f{^n.y)dy = ^^(ni). 

(P) 

Wir gelangen so zu einem System unendlich vieler linearei Gleichungen mit 
unendlich vielen Unbekannten, wie sie von HlLL, H. v. KOCH, HlLBERT u, a. 
untersucht worden sind. Die Losung dièses Systems ist, falls wir flir die Reihe 

die Voranssetzung absoluter und gleichmafiiger Konvergenz machen, dei Fred- 
HOLMschen Losung der Integialgleichungen durchaus analog und stellt sich wie 

dièse als meromorphe Funktion des Parameters A dar. Die gleichmaCige und ab- 
solute Konvergenz von (5) ist aber, wie sich durch partielle Intégration ergibt, 
sicher geste 11 1. falls die Summe 

(m) 



oder das Intégral 

f"{j:,z)d3: 



/ 



absolut iind gleichma.i3i^ konA^ergiert. 

Mail sieht die Alinlichkeit und den Unterschied der beiden Fiille (1) und (4) 
deutlich: je naclidein die Intégration sgr en zen unendlich odei endlich sind — oder 
auch, je nachdem der Kern in den Integrationsgrenzen keine oder eiiie geniigend 
hohe Sin^ularitat aufweist — , dazf mon die "^egebene" Funktion im wesentli- 
chen willktiilich wahlen oder ihi nur eine zwar unendliche, jedoch diskrete Reibe 
A'on Funktionswerten voischieiben. Es ware wobl nicbt ohne Intéresse, den hier 
zur Geltung kommenden Unterschied mit Hilfe der Itération der Kerne naber 
zu betrachten. 



10 



Zweiter Vortrag 



ANWENDUNG 

DER THEORIE DER INTEGRALGLEICHUNGEN 
AUF DIE ELUTBEWEGUNG DES MEERES 



11 



Ich wiîl heute iiber eini^e Anwendungen der Inte^ralgleichungstheorie aiif die 

Flutbewegung berichten. die ich im letzten Semestei gele^entlicb. einer Voilesung 
liber dièse Eischeinung °;emax^ht babe. 

Die DifFerentialgleicbungen des Problems sind die folgenden: 

[ b) g(, = -\''-ip + n -vw. 

Wir stellen uns dabei voi, dali die Kugeloberflàche der Eide etwa duicb 
stereo^raphiscbe Projektion konform au£ die (j; , j^)-Ebene bezogen sei; dann be- 
deute k{x ^y) das Ahnlicbkeitsverbaltnis der Abbildung zwiscben Ebene und 
Kugel. Die Losung des Flutproblems denken wir uns durch peiiodische Funktio- 
nen der Zeit t gegeben, und wii nehmen speziell an, daJ3 unsere Gleicbun^en (1) 
einem einzigen periûdischen Summanden von der Eorm A cos{Xt -\- a) entspre- 
cben, sodaC also A in unseren Gleicbungen die Scbwingungsperiode bestimmt; 
es ist bequem, statt des Kosinus komplexe Exponentialgroj^en einzufiibren und 
also etwa anzunebmen. dafi aile unsere Funktionen die Form 



i\t 



f{^-y) 



haben; der réelle und imaginare Teil dieser komplexen Losungen stellt uns dann 
die physikalisch brauchbaren Losungen dar. 

<f{x^y) ist definiert durcb 

WD V das bydrostatische Potential, p der Druck ist. 
Ist h die Tiefe des Meeres, so definieren wir 



kX'- 




wo -â die Colatitude des zu {3:. y) geborigen Punktes der Erde, cj die Winkel- 
geschwindigkeit der Erde bedeutet. Ç{x^y) ist die Differenz zwischen der Dicke 
der mittleren und der gestorten Wasserschicbt. d.b. (^ > entspricbt der Ebbe, 
(^ < der Elut, g ist die Beschleunigung der Scbwerkraft. W das Potential der 
Storungskrafte. IJ ist das Potential, welcbes von der Anziebung der Wassermas- 
sen von der Dicke ^ herriibrt. Ist z. B. 

so wird 

47rA„ 



^ = E 



2n- 



-x„ 
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"wo die Xfi die Ku^elfunktioneii sind. 

Die Einheiten sind so gewàhlt, dafi die Dichte des Wassers gleich 1, der 
Radius der Erdku^el gleich 1 ist. 

Die Groi3e 17 kann man meistens vernachlassigen: tut man dies, so erhalt 
man sofoit fur ip eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnuug. Um aus der- 
selben i^ zu bestimmen, mufi mon gewisse Grenzbedingungen vorscbreiben. Wir 
unterscheideu da zwei Falle: 

1. Der Rand des Meeres ist eine vertikale Mauer; dann wird 

dn A os 

wobei ^, -^ die normale bzw. tangentiale Ableitung von ip ist. 

2. Der Rand des Meeies ist nicht vertikal: dann ist dort 

k = 0, also /zi = /z2 = 0. 

Die Grenzbedingung lautet hier, dai3 i^ am Rande régulai und endlich bleiben 
soll. 

Um auf dièse Problème die Methoden der Integralgleichungen anwenden zu 
konnen. erinnern wir uns zunachst der allgemeinen Ubeilegungen . wie sie HlL- 
BERT und PiCARD fur DifFerentialgleicbungen anstellen. Sei 

D{u) = f(z,y) 

eine partielle Differentialgleichung 2. Ordnung ftii u. die elliptischen Typus hat, 

so ist eine. gewisse Gienzbedingungen erftillende, Losung u darstellbar in der 
For m 



u= f'Gdo-', 



wobei G{x.y\ x' .y') die zu diesen Randbedingungen gehôrige GREENsche Funk- 
tion des Differentialausdruckes D{u) ist: /' ist f{x\y'), da' = dx' dy' . und das 
Intégral ist tiber dasjenige Gebiet der {t' .y')-Khene zu erstrecken. fur welches 
die Randwertaufgabe gestellt ist. Um die GREENsche Funktion zu berechnen 
und sû die Randwertaufgabe zu losen, setze man 

D{u} = Do{u}+Di{u), 

WO 

Su Su 

Di{u) = a^— + b^— + eu 

ox dy 

ein linearer DifFerentialausdruck ist. Nehmen wir nun an. wir kennen die GREEN- 
sche Funktion Gq von i?o(ï*)i so baben wir die Losung von 

in der For m 
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Bip' ôf' 



Scbaffen wir hieraus duicb. partielle Integiationen die Ableitun^en g^, -^^ her- 
aus, so werden wii direkt auf eine Inte^ralgleicliung zweiter Art fiir 9? gefùlirt, 
die wir nach der FREDHOLMsclien Méthode behandeln konnen. wenn ihr Kera 
nicht zu stark singular wird. 

Bei unserem Problème dei Flutbewegun^ tritt nun gerade dieser Fall ein: der 
Kern wird so hoch unendlich, daB die FREDHOLMscben Metboden versagen: icb 
will Ihnen jedocb zeigen, in welcber Weise man dièse Schwierigkeiten tiberwinden 
kann . 

Betracbten wir erst den Fall der ersten Grenzbedingung 

on ds 

wo C eine gegebene Funktion von x .y ist. Die Differentialgleichung, die sicb bei 
Vernachlassigung von lî ergibt, bat die Form 

und wir steben daber vor der Aufgabe, die Gleichung 

mit unserer Randbedingung zu integrieren. 

Dièse Aufgabe ist àquivalent mit der. eine im Innern der Randkurve regulare 
Potentialfunktion V ^ die am Rande die Bedingnng -^ + C -^ = erfiillt. als 
Potential einer einfacben Randbelegung zu finden. Bezeichnet s die Bogenlange 
auf der Randkurve von einem festen Anfangspunkte bis zu einem Punkte P, 
s' die bis zum Punkte P', so erhalt man fiir V eine Integralgleicbung: jedocb 
wird der Kern K{s,s') derselben ftir s = s' von der ersten Ordnung unendlich, 
und es ist daher in dem Intégrale 

B 

Kix,y)f{y)dy 

\ 

der sogenannte GAUCHYsche Hauptwert zu nehmen, der definiert ist als das 
arithmetische Mittel ans den beiden Werten, die das Intégral erhalt, w^enn icb 
es in der komplexen y-Ebene unter Umgehung des Punktes y = x das eine 
mal auf einem Wege AAIB oberbalb, das andere mal auf einem Wege AM'B 
unterhalb der reellen Achse ftibre. 

Anstatt die Methoden zu benutzen, die KELLOGG zur Bebandiung solcber 
unstetiger Kerne angibt, will ich einen andern Weg einscblagen. Wir betracbten 
neben der Opération 

S(/(t)) = f K(T.y)f(y)dy 



die iterierte 



S^ifM) = JJ K{x.z)K{z.y)f{y)dzdy., 
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bei der ebenfalls das Doppelintegraî aïs CAUCHYscher Hauptwert zu nehmen 
ist: dies soll folgendermafien verstanden werden: wir betrachten fui die Variable 
z die We^e AMB, AM'B, fiir y die We^e APB, AP'B, die zueinander liegen 
mogen, wie in der Figui angedeutet ist. Dann bilden wir die 4 Intégrale, die sich 
ergeben, wenn icb. einen Weg ftir z mit einem fiir y kombiniere; 




z : AMB, AM'B, AMB. AM'B 

y : APB, APB, AP'B. AP'B, 
und nehmen ans diesen 4 Integralen das aritlinietisclie Mittel. Ziehen wir noch 
2 Wege AQB , AQ'B wie in der Figur. so sehen wir. dafi sicli in der ersten 
Wegkombination der Weg AMB ftir z ersetzen laBt durch AQB + AMBQA, 
in der zweiten AM'B durch AQ'B. in dei dritten AMB durch AQB und in 
der vierten AM'B duich AQ'B + AM'BQ'A, sodafi wir jetzt die folgenden 
Wegkombinationen haben: 

z y 

AQB -\-AMBQA APB 

AQ'B APB 

AQB AP'B 

AQ'B + AM'BQ'A AP'B. 

Ftihren wii jetzt die Intégrale ans und wenden den Résidu en kalktil auf die 
geschlossenen Wege an, so zeigt sich. dafi unsere Opération S yf{x)). die ei- 
ner Integralgleichung 1 . Art zugehërt. tibergeht in eine Opération, welche durch 
die linke Seite einer Integralgleichung 2. Art gegeben ist. deren Kern iiberall 
endlich bleibt; wenn wir zuerst die vier Kombinationen von den Wegen AQB 
und AQ'B mit den Wegen APB und AP'B nehmen, so bekommen wir ein 
doppeltes Intégral, welches nicht unendiich werden kann. da auf diesen Wegen 
X ^ y und y ^ z. Betrachten wir jetzt die beiden Wegkombinationen AMBQA^ 
APB und AM'BQ'A. AP'B, oder AMBQA. APB und AQ' BM' A,BP' A, so 
ist leicht zu sehen, dafi z eine geschlossene Kurve AMBQA oder AQ'BM'A 
um y beschreibt. und daC gleichzeitig ?/ eine geschlossene Kurve APBP' A um 
X beschreibt. Wir dtirfen also die Residuenmethode anwenden, und wir bekom- 
men ein Glied, wo die unbekannte Funktion ohne Integralzeichen anftritt, wie 
in der linken Seite einer Integralgleichung zweiter Art. Indem wir so auf ei- 
ne durchans regulàre Integralgleichung 2. Art gefiihrt werden, die der Fred- 
HOLMschen Méthode zu^an^lich ist, haben wir die Schwieriskeit bei unserem 
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Problem tiberwunden. 

Niir ein Punkt bedarf noch der Erlauterung: wenn x und y gleichzeitig ia 

einen der Endpunkte A.B des Intervalles hineinf alleu ^ so versagen zunachst die 
obigen Betraclitun^en, und es scheint, als waren wir flir dièse Stellen der Endlich- 
keit unseres durch Itération ^ewonnenen Kernes nicht sicher. Dièses Bedenkea 
wird jedoch bei unserm Problem dadurcb. beseitigt, dafi der Rand des Meeres, 
der das Intégration sintervall darstellt, geschlossen ist. woraus sicb. ergibt, dai3 
die Punkte A^B keine Ausnahmestellung einnehmen konnen. 

Durch dièse Uberlegungen ist also der Fall der vertikalen Meeresufer erledigt. 

Wir betraohten den zweiten und schwierigeren Fall, dal3 das Ufer des Meeres 
keine vertikale Maner ist. Dann ist am Rande 

/i ^ /zi = /zo = 0. 

Da die Glieder 2. Ordnung unserer Differentialgleichung flir i^ durch den Aus- 
druck 

gegeben sind, so ist die Raaidkurve jetzt eine singulare Linie ftir die DifFerenti- 
algleichung. Anfierdem werden ^i , /t^ gema.fi ihrer Définition fiir die durch die 
Gleichung 

4u.'^cos^i? = A^ 

gegebene kritische geographiscke Breite i? unendlich. Um trotz dieser Singula- 
ritàten, welche das Unendlichwerden des Kerns K zur Folge haben, das Problem 
durchzufiihren, bin ich gezwungen gewesen, das réelle Intégration sgebi et durch 
ein komplexes zu ersetzen, indem ich y in eine komplexe Veranderliche y -\- iz 




jO^ 



^j 



Wir deuten xyz als gewobnliche recbtwinklige Koordinaten in einem dreidi- 
mensionalen Raum und zeicbnen den Durcbschnitt AB einer Ebene x = konst. 
mit dem in der (j:. ?/)-Ebene gelegenen Meeresbecken. Entspricbt C der kriti- 
schen geographischen Breite, so ist es nicht schwer, dièse Singularitat durch 
Ausweichen in das komplexe Gebiet zu umgehen. Wàhlen wir ferner irgend zwei 
Punkte D .E zwischen A und B und umgeben A. von D ausgehend und dort- 
hin zurtickkehrend, mit einer kleinen Kurve und verfahren entsprechend bei B 
— raumlich gesprocben: umgeben wir die Randkurve mit einem ringformigen 
Futteral — , so stellen wir uns jetzt das Problem, unsere Differentialgleichung 
so zu integrieren, daJ3 ip. wenn wir seine Wertanderung langs der den Punkt 
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A umgebenden Kiirve verfolgen, mit demselben Wert nacli D zuriickkelirt, mit 
dem es von dort ausging. Dièse "veranderte'" Grenzbedin^un^ ist mit der ur- 
spriinglichen, welche verlangte, daB ip am Raiide (im. Punkte A) endlich bleibt 
und sich régulai A'erhalt, aquivalent. Zwar sind die zu der neuen und dei alten 
Grenzbedin^iins seborisen GREENscben Funktionen G. G-\ nicht identisch. wohl 



■■ô ô 



aber die den betreffenden Randbedingungen unterworfenen Losungen von 

(1) D{u) = f. 

Hieivon tiberzengen wir uns leichter im Falle nur einer Variablen y; dann erge- 
ben die Gleichungen 

u= G{y,y')f{y)dy', ui = G^{y ,y)j{y')dy' 

durch Anweudung des CAUCHYschen Integralsatzes, dad3 u — u\ = ist. 

Um jetzt da.s Problem (1) zu behandeh]. ziebe ich die vorige Méthode her- 
an, die hier aber iu zwei Stufen zui Anwenduug kommt, da nnseie veràuderte 
Randbedingung fiir die Gleichung Ait = / unzulassig ist. Wii kôuneu setzeu 

D(u) = A(/iiu} + Z>i{i() +D2{u)\ 

dabei soll Di{u) uur die Glieder 1. Ordnuug ^, ^,I?2(^) a^ber nur u selbst 
enthalten. Indem wir 

A(t.) = / 

uuter der Randbedingung 1=0 integrieren, erhalten wir fiir u = ^ eiue am 

Rande eudlicbe und regulaie Funktion, fiir welche 

i^{h-,u)=D<,{u) = f 

ist. Darauf integrieren wir 

Do{u) + D-2{u) = } 

uuter Zugruudelegung der urspiiiuglichen Gienzbedinguug uach der gewohn- 
hchen Méthode. Der in der hierbei zu benutzenden lutegialgleichung auftieten- 
de Kern ist zwar uueudlich, aber vou solcher Ordnung, dafi sich die Siugularita.t 
durch Itération des Kerns beseitigen lafit: die partielle Intégration, welche Glie- 
der von einer zu hohen Ordnung des Unendlichwerdens einfuhren wiirde. bleibt 
uns on dieser Stelle erspart. 

Das damit bewàltigte Integrationsproblem ist aber der Intégration von 

Do{u] + D-2{u) = } 

uuter der veranderten Grenzbedingung aquivalent. nnd infolgedessen kônnen 

wir jetzt die zweite Stufe ersteigen und auch die Losung von 

D{u) = {Do{u)+D2{u)) +Di{u) = f 



Dieee Rnndbedingung ist nicht von solcher Art, doB sie eine bestiminte Lûsung von A(ii) = 
/ ûuszeichnet. 
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unter der A^eranderten Grenzbedin^un^ bestimmen. 

Wir haben bis jetzt das Glied 77 als so klein voiausgesetzt, daC wir es ganz 
A'eriiachla.ssigeii durften. Heben wir dièse Voraussetzung ûu£, so entstehen keine 
wesentlichen neuen Schwieiigkeiten. 77 ist ein von ( erzeugtes Anziehungspo- 
tential; wir haben also 

-/^^ 

wenn da' ein Flach en élément der Ku^eK C' ^^^^ Wert der Funktion ( im Schwer- 
punkt (x'.î/') dièses F lac h en élément es. r aber die raumlich gemessene Entfer- 
nung der beiden Kugelpunkte (x.y); {x\y') bedeutet, und die Intégration tiber 
die ganze Kugeloberfia.che erstreckt wird. Wir konnen aucb. scbreiben 

jj ^ f Çdx'dy' 

J k^r 



die eiste mittels Anfstellung der zugehorigen GREENschen Funktion und unter 
Berticksichtigung der Randbedingung aus einer Differential- in eine Integralglei- 
chung verwandeln, so erbalten wir zwei simultané Integialgleichungen fiii i^ und 
ip^ die mit Hilfe dei soeben erorterten Methoden aufgelost werden konnen. 
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Dritter Vortrag 

ANWENDUNG DER INTEGRALGLEICHUNGEN 
AUF HERTZSCHE WELLEN 
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Ich will heute liber eine Anwendun^ der Integralgleichungen aiif HERTZsche 
Wellen vortragen und insbesondere die àuCerst merkwiiidigen B eugungseischei- 
nungeii behandeln, welche bei der drahtlosen Télégraphie eine so wichtige Rolle 
spielen: ist es doch eine wunderbare Tatsache. daC die Krtimmung der Erdober- 
flaclie, welche eine Fortpflanzung des Lichtes verhindert, ftir die Ausbreitung 
der HERTZschen Wellen kein Hindernis darstellt, dafi dieselben vielmehr auf der 
Erdoberflache von Europa bis Amerika zu laufen vermôgen. Der Umstand, dafi 
die HERTZschen Wellen eine viel grofiere Lange haben als die Lichtwellen, kann 
allein dièse Erscheinung noch nicht erklaren. Eine solche Erklarung ergibt sich 
vielmehr erst durch Betrachtung der Differentialgleichnngen des Problems. 

Setzen wir die Lichtgeschwindigkeit gleich 1, und veistehen wii mit MAX- 
WELL 

die Komponenten der magnetischen Kraft, 

die Komponenten des Vektorpotentiales, 

die Komponenten der elektrischen Veischiebung, 

das skalare Potential, 

die Komponenten des Konduktionsstromes, 

die Dichte der Elektiizitat. 



unter 


«1 


.^. 


7 
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so selten die Gleichnns^n 



SB &G 
Sy Sx 



OF dé 

^ dt dx 






^— ' àx Sx ày àz 

V- BF di!- 



= ^. 



und es fol^t 



Wir betrachten nun eine gedàmpfte synchrone Schwingung, indem wir anneh- 
men. daB aile unsere Funktionen proportional sind mit der ExponentialgrôGe 
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Ans den so zustande kommenden komplexen Losun^en erhalten wir die physi- 
kalisclien durch Trennun^ in reellen und ima^naren Bestandteil. Dei réelle Teil 
von oj gibt die Schwingungsperiode, der imû^inàre die Dampfun°;. 
Ans unserem Ansatz foigt 

dF 

= iuj ■ F, 

dt 



8t='^'"^^ 



'dt 

und man kann dahei F und )/' als retaidierte Potentiale darstellen wie folgt: 

F= //^ dT\ 



r 
ip = j Q àr' \ 

dr' ist das Rauinelement im (x' ,y\z')-^auïne, fi', g' die Werte von /^. g im 
Punkte {x\y\z')^ r die Entfernung der Punkte {x'.y\z') und (x^y^z). 

In den meisten Problemen treten swei verschiedene Medien auf, der freie 
Ather und die leitenden Korper: von den letzteren wollen wir annehmen, daJ3 
sie sich wie vollkommene Leiter verhalten, daC also in ihrem Innern das Feld 
verschwindet, die elektrischen Kraftlinien auf ilirei Oberflàche normal stehen, 
wahiend die magnetisclien in dieselbe hineinfallen; dem Umstande, dafi La- 
dung und Stromung nur an der Oberflàche des Leiters vorhanden ist, wollen 
wir dadurch. entsprechen, daC wir die obigen Ausdrucke fiir F und ■ip modiflzie- 
ren, indem wir an Stelle der Raum intégrale Oberflachenintegrale einftiliren. Wir 
schieiben 

da , 

r 

F = j fs!' do' . 

wo q" . fi." jetzt die Flachendiclite der Ladung bzw. Stromung bedeuten und da' 

das Flach en élément ist. 

Wir nntersclieiden gewohnlich zwei leitende Korper. der eine soll der aui^eie, 
der andere dei inneie Leiter heiBen: sie erzeugen das "auCere" resp. das "in- 
nere" Feld; das aufiere Feld ist gegeben, das innere gesucht. So ist z. B., wenn 
wir das Problem des Empfanges elektrischer Wellen betrachten, der Sendei der 
aufiere. der Empfangsapparat der innere Leiter: beim Problème der Beugung 
elektrischer Wellen ist der Erreger der àufiere^ die Erdkugel der innere Leiter: 
bei dem Problème der Schwingungserzeugung haben wir kein aufieres Feld. der 
Erreger wird dann aïs innerer Leiter anzusehen sein. 

Um nun zum Ansatz einer Integralgleichung zu gelangen, wollen wir un- 
ter den oben erklarten Funktionen nur die zum unbekannten inneren Felde 
^ehori^en verstehen. sodafi z.B. die obi^en Intégrale nur tiber die Oberflàche 



V = / ^ 
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des inneren Leiters zu erstrecken sind: beachten wir nun, daC die innere Nor- 
malkomponente des elektrischen Vektors am inneien Leiter unserer obigen An- 
nahme zufolge verscbwinden inuB. so folgt, wenn l^ tn. n die Richtungskosinus 



dé 

47r/ = -^ + iu; {IF + mG + nH) = N. 
on 

\vo N die Normalkoraponente des àuCeren Feldes, also eine bekannte Funktion 
ist. 

Bezeichnen wir jetzt die F lac h en die hte statt mit ^" mit fj' , so wird zufolge 
unseres Ausdruckes ftir ip 



-—- = 27r^+ / {1 —- 
on J on 



du'. 



Benutzen wir ferner unseren Ausdruck ftir F und die erLtsprechenden ftir Q und 
H , so hat man 



i^-Y.^F = 



-ii^ y^ Ifj^" do' . 



Diesen Ausdnick kann man nun in gewissen Fallen duich partielle Integrationen 
auf die Form 



— iùj j Lf.1 do' 



bringen, wobei L eine bekannte Funktion ist. So haben wir scbliefilich 

3 fe-''^''^ 



27i-{i + / i.i' 



an 



-iL.-L } do' = N. 



und dies ist die Inte^ralgleicbung 2. Art ftir /t^ auf die wii hinstiebten. Im allge- 
meinsten Falle bekommt man zwei Integral^leichungen mit zwei Unbekannten, 
welcbe a. B. /i nnd i' sein môgen^ wo fj, das oben definierte ist; wir setzen i^ = -r—, 
wo ^ die Ableitung in der Norm.alrichtung; bezeichnet und A'^ die Noimalkom- 

ponente der m.agnetiscb.en Kraft ist. 




Die Funktion L laj3t sich dann besonders einfach bilden, wenn der innere 

Leiter ein Rotationskorper ist und das auJ^ere Feld Rotation ssym.metiie besitzt. 
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Ist s, s' die Bogenlange. gemessen vom Endpunkte der Rotation sacli se au£ einem 
Meridian bis zu den Punkten P , P', ist ferner ^ der Winkel zwischen der Normale 
in P und der Meridian tangente in P' , so wird L als Funktion von ^^ s, s' definiert 
durch die DifFerentialgleichun^ 

= cosu. 

Os' T 

Das Problem des Empfanges elek.triscb.er \Vellen laCt sich au£ Giund der 
obigen Integialgleichung 2. Art behandeln. 

Wollen wir nur das Problem der Erzeugung elektrischer Wellen betracbten, 
so haben wir da.s aufiere Feld gleich Nnll zu setzen, es wird also A'^ = 0. und wir 
haben eine homogène Inte^ralgleichung vor uns; in ihr da.r£ jedoch ùj nicht mebr 
einen willklirlicben Parameterwert bedeuten. sondern ist eine zu bestimmende 
Zabi, die die Rolle der Eigenwerte spielt. 

Ich schreibe unsere Inte^ral^leicbun^ in der Form 



27r^+ / Kfi' do-' = N 



mit dem Keine K\ icb. ftihre einen unbestimmten Parameter A ein und betrachte 
die allgemeine Gleichun^ 

2^11 -V X i K^i d<j' = N. 

Das eiste Glied bangt von zwei Unbestimmten A und cj ab. Wenn man die 
^ewolmlicbe pREDHOLMsche Méthode anwendet, so erhalt man die Losun°; un- 
serei obigen Integralgleicbung in Gestalt einer meromorplien Funktion von A, 
deren Nenner eine ganze Funktion von A ist. Man kann nun zeigen^ dafi dieser 
Nenner aucb. eine ganze Funktion von oj wird, sodaB also auch bier unsere aus- 
gezeichneten Werte tj sich als Nullstellen einer ganzen transzendenten Funktion 
ergeben, 

Wir wollen aber jetzt das gioCere Problem der Beugung ausfuhrlicher be- 
handeln. 

Nehmen wir zu diesem Ende an, dafi der innere Leiter eine KugeK die Erd- 
kugel, vom Radius q ist und das auBere Feld (dessen normale Komponente N 
bedeutet) von einem punktformigen Erreger S herrtihrt, dessen Entfeinung D 
vom Mittelpunkt O der Erde nui sehr wenig grofier ist als der Radius q. Wir 
wahlen die Richtung OS zui s-Achse und bezeichnen die Abweichung dei Rich- 
tung OM^ in der M einen variablen Punkt der Kugeloberflache bedeutet, von 
OS mit [p. Die Bedeutung von ]^. ^. <p' ; r, r' ist aus der Figur ersichtlich: 

OM = OM' = OMi = Q, 
OS = D, 
SM = T, 

SM' = r'. 
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Der Wert der normalen Ableitung A'^ des aufieren Feldes berechnet sich im 
Punkte AI , wie leicht zu sehen, nacb. der Formel 



47vN = e^'^^-''^ 



iu? ( 1 

— sinî^sin^ + -^ 
r \r- 



(sin 'd sinÇ + 2 cosî9 cosÇ) 



Da oj eine sehr ^roCe Zabi ist — denn die Lange der HERTZscben Wellen ist 
klein ^egentiber dem Radius dei Erde — gentigt es meistens. in dieser Formel 
nur das eiste Glied, das in der eckigen Klamm.er auftritt, beizubehalten, 

Im vorbergehenden baben wir die Gleichung der HERTZseben Wellen auf die 
Foi m 

27r^ = / fi'Kdo-' -\-N 

gebracht und baben gezeigt, wie der Kern K berechnet weiden kann. Entwickeln 

wir jetzt A'^ und K nach Kugelfunktionen oder vielmebi, da unseï Problem die 
Symmetiie eines Rotationskorpers mit der Achse OS besitzt, nacb Legend- 
REscben Polynomen P„, so gewinnen wir ans dieser Integralgleicbung die elek- 
triscbe Flacbendichte fi gleichfalls unter der Form einer nacb den Funktionen 
Pij fortschreitenden Reibe. Es ^ilt zunacbst 



N=J2KnP,^■, 



/ 



Pit^ Sin 'y? d'y? = 



2K, 

2n-\-l' 



K„ ist von der Form 



A^J^ {u!q) 



vjo An eine nur von n. nicht aber von q abhangige Zahl ist. und J^^ eine mit der 
BESSELscben verwandte Funktion bedeutet. 
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Wir verstehen namlich unter Jn{^) die in der Umgebung von z = holo- 
morphe Losung der Gleichung 

und /,i(j:) sei dasjenige Integra! derselben Gleichung^ welches sicli fiir groBe 
positive Werte A'on x angenahert wie e~^^ verha.lt. Da J^ , îj^ von einandei 
unabhan^ig sind, konnen wir aufierdem dafur soro;eii. dafi 

J ' 1 — 1 ' J — 1 

ist, wenn unter J,, , Ju die Ableitungen von Jn, Ju verstajiden werden. 
Die Lûsung unserer Integralgleichung lautet jetzt 



= ^Y. 






Da aber anch der Ausdruck von /i^^ im Zahlei J^^ {l.'^) als Faktoi enthalt. und 
sicb. infolgedessen dieser Terni J^ {^QJ lieranshebt, ist 

die ftir die Eigenschwingungen charakteristiscbe Gleichung. 

Um zu liber sichtlichen Resultaten zu gelangen, benutzen wir angenaherte 

Formeln. Dièse beruhen darauf, dafi ic sehr ^rofi, andererseits aber 1 selir 

klein ist. Wir sttitzen uns auf die fols^nde Naberun^sformel 



' ' V i^^o" 

0, tj sind ge^ebene Funktionen von t, ùj eine sehi grofie ZahK 0" bedeutet die 
zweite Ableitung von 9. und auf der rechten Seite ist als Argument ein solclier 
Wert einzusetzen, fiir den ein Maximum oder Minimum besitzt: je nachdem 
der eine oder der andere Fall vorliegt, ist in dem Faktor e^^ï" das Zeichen + oder 
das Zeichen — zu nehmen. Hat 9 in dem Intervali, liber welches zu integrieren 
ist, mehiere Maxima oder Minima, so ist der Ausdruck rechts durch eine Summe 
analog gebildeter Terme zu ersetzen, 

Durch Anwendung dieser Formel bekommen wir fiir die LEGENDREschen Po- 
lynôme Pji (cosif) die folgenden, fiir groJ3e ii gliltigen angenaherten Ausdrticke: 



2n f 'p Ti 

nsimp ^ 2 4 



Ans ihnen folgt fiir die K^^, falls n < ùj^, 



2ti + 1 r - '1 iij,' sin ^ sin £ / sin JÎ 
^^ = ^|e^^ + e^^ I . ^ =\l . 



Sr\/n L -I y D Q cosï?cos^ 
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Dabei ist 

<p TV 

■r 2 2^ 

> , ^' 
^ 2 ' 

^esetzt, und ftir if, ï?. <^, i^', t . r' sind die ans der Fi^iir zu entnehmenden Werte 
einzusetzen, ftir welche 

sinÇ= — U < ô 

ii;^» V 2 

wird. Die gleiche Naherungsformel gilt aucli fllr n > u^q. falls in der eckigen 
Klammer e^° + è^^ durch e^^ oder e^'^ eisetzt wird; die Diskussion dartiber, 

welclies der beiden Glieder beizubehalten ist, will ich hier nicht geben. 

Auch um J|i J^ angenabert zu beiecbnen, mussen wii die beiden Fàlle ri < ùjq 
und n > ujQ unterscbeiden. Im ersten Falle ist 

im zweiteu 

I 'J - ^ 

ZU setzen. Daraus ergibt sich, daC sowohl fiir n < u^q als aucb ftir n > ljq und 

groCe n 

_ _ 3 

^11 _ \^ ia i\/<^' sin^(sin^)2 ^ 
/„ J,j 2r &\^ cosï?Gos^ 

gilt. In dei Summe, durch welcbe wii /i dargestellt haben. geben demnach die- 
jenigen Glieder, fiir welche nahezu n = fi. ist, den Ausscblag, Fiir dièse gilt 
nah er u ngs w ei s e 

^ = - und r = ^JIqD. 

Da ferner wegen der Kleinbeit von 1 der Winkel ip immer nahezu = bleibt, 

vaiiiert a als Funktion von n nur sehr wenig. wenn n auf die dem Werte n = w 
benachbarten ganzen Zahlen beschrankt wird. Wir diirfen also, wenn wir noch 
die Langeneinheit so gewahlt denken, dafi £• = 1 ist, schreiben 



f^= ^' 2^ — / . . 7^^ ^^^ "V- + V ~ T 

■* — ^ Vcosvcost^ ysiiiif- \ ^4 

Dabei ist fi. der Wert dei elektrischen Obeiflachendichte im Punkte Mi [s. die 

Fisnr), 



Der Ausdruck von fi. kann auch auf eine einfachere Forin zuruckgefiihrt iverdeiij namlich 



^ = 



^5:"'"+i)(^"+i)777— ^"f-^) 



und dièse Formef ist nicht eine angenàherte. sondern eine strenge. 
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Aus 

sin ^ = — , sin v = ; cos ^ = W 1 , cos u = \ 1 — 



bekommen wir 



sin^(sm^)^ ^-{^jôf^VD 



sodaG in der Nahe von n = u; der linke Ausdruck von derselben GroCenordnung 

ist wie 



T linke Ausdri 
^ 1 

Ftihren wir dièse AnnÉiheriiiig in unseie Formel fur fi. ein und ersetzen 

cos [ nif- + 2 ~ i" ) ^'m^'^^st durch e'^K'^'^' t "4^ ^ so kommen wir auf die Reihe 



Schieiben wir 



so konnen wir 



Vsin^' ■ V^J? -1 r^ ^n-iù' 

(n) 
(n) 

!■ + ! 

Se~^^^ doj {u °;anzzahlig) 



als einen Mittelweit der Reihe S betrachten, und ich will S duicli diesen Mitfcel- 
wert ersetzen. Ein solches Verfahien ist gewiC berechtio;t. wenn es uns nui daran 
liegt^ die GioCenordnung von S festzustellen, umsomelir als in Wirklicheit von 
einer Antenne nicht bloi3 Schwingungen einer einzigen Wellenlange. sondern ein 
^anzes kontinuierliches Spektium von Schwingungen ausgelit. Wir erhalten 

('0 j. 






— iiJ 






und da u? sehr groË ist, wird dièses Intégral mit / — —dq im wesentlichen 



— cx^ 

tibereinstimmen . 
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Auf alinliche Weise zeigt man. dai3 der Mittelwert von 



T.i 



^V^ 



{!■ von der GroBenordiiun° 

und also 

^ von der GroBenordnung 






^^'(J^-i) 



ist. Die Beu^ung ist daher um so ^roBer^ je nàher die Quelle S der Erdober- 
flàche gelegen ist und je lancer die entsendeten Wellen sind. Auf dièse Weise 
wird die zunàchst staunenerre^ende Tatsache A^erstandlich, dafi es mit Hilfe der 
in dei dralitlosen Teleo;rapliie verwendeten HERTZschen Wellen gelingt, vom eu- 
ropaischen Kontinent z. B. bis nach Anierika zu telegraphieren. 

Wenn man nicht den niittleren W'eit der Reihe betrachten will, welcher 
von einem Intégral dargestellt wird, sondern den wirkliclien Wert dieseï Rei- 
he, so hat man eine Diskussion duicbzufliliren, welche auf einem wolilbekannten 
ABELschen Satz beruht. und deien Resultate etwas komplizierter, aber sonst 
^anz alinlich den voilie^enden sind. 

Note. Je me suis aperçu que les dernières conclusions doivent être modifiées. 
Les formules approchées dont j'ai fait usage ne sont plus vraies lorsque n est 
très voisin de ùj^. Elles doivent être alors remplacées par d'autres, où figure une 
transcendante entière satisfaisant à Téquation différentielle 

y = xy 

Mais les termes qui doiA^ent être ainsi modifiés sont en petit nombre et j'avais 
cru d'abord que le résultat final n'en serait pas modifié. Un examen plus ap- 
profondi m'a montré qu'il n'en est rien. La somme des termes modifiés est 
comparable à celle des autres termes dont j'avais tenu compte et qui est donnée 
par la formule précédente: il en résulte une compensation presque complète de 
sorte que la valeur de ft donnée par les formules définitives est notablement plus 
petite que celle qui résulterait des formules précédentes. 
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Vierter Vortrag 

ÛBER DIE 

REDUKTION DER ABELSCHEN INTEGRALE 

UND DIE 
THEORIE DER FUCHSSCHEN FUNKTIONEN 
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Meine Herren! Ich habe die Absicht, Ilmeii heute iiber die Reduktion der 
ÂBELschen Intégrale im Zusammenhang mit der Théorie der automorphen und 
insbesondere der FuCHSschen Funktionen vorzutragen. 

Ein System von ÂBELschen Funktionen von p Variabehi und 2p Perioden 
heifit reduzibel, wenn es sich auf ein System von q Variabeh] und 2q Perioden 
(q < p) zuiiickfuhren laBt. Hierbei ist es von vornherein von Wichtigkeit. zwei 
Fàlle zu unterscheiden: 

Im ersten Falle soll es moglich sein, das System S ABELscher Funktionen von 
p Variabeln durch eine algebraische Kurve C vom Geschlechte p zu eizeugen. 
Ebenso soll das System S' von q Variabeln aus der Théorie eines algebraischen 
Gebildes vom Geschlechte q entspringen. 

Diesel unser erste Fall ist aber bekanntlich nicht dei allgemeine: denn die 
Kurve C hangt nur von 3p — 3 Konstanten ab, wahrend die allgemeinen ÂBEL- 
schen Funktionen von p Variabeln ^-^ — - Parameter enthalten. Dadurch ist der 
zweite der beiden Falle gegeben, die wir unterscheiden. In diesem Falle namlich 
soll mindestens eines der beiden Système S, S' nicht aus der Théorie der alge- 
braischen Gebilde entspringen. 

In meinem heutigen Vortrag will ich mich durchaus auf den erstgenann- 
ten Fall beschranken. Aber auch dann mufi ich noch zwei Falle unterscheiden. 
Wir kniipfen namlich unsere Betrachtungen an die beiden algebraischen Kurven 
C und C an. Im Falle der Reduzibilitat besteht zwischen beiden eine algebrai- 
sche Korrespondem. Die BeschafFenheit derselben liegt der in Aussicht gestellten 
Fallunterscheidung zugrunde. 

Der erste Fall ist der folgende. Vermoge der Korrespondenz ist jedem Punkte 
M von C ein und nur ein Punkt M' von C zugeordnet. wahrend umgekehrt 
jedem Punkte von C n Punkte von C entsprechen. Ich nenne dann n die cha- 
rakteristische Zahl der Korrespondenz und sage. C ist eine vielfache Kurve von 
C. 

Der eben genannte erste Fall ist aber nicht der allgemeine. Das ist vielmehr 
der nun folgende zweite. Hier namlich besteht die Korrespondenz nicht zwi- 
schen einzelnen Punkten AI und Al . sondern zwischen Systemen von Punkten 
M] , , , . . A/j. von C mit den Koordinaten xi , yi ; . . . : ir^ , yj. und AIj , . . . , M^ von 
C mit den Koordinaten xi'. f/i': . . . : x^'y,/ . Jedem System auf C soll dabei ein 
und nur ein System auf C entsprechen, wahrend umgekehrt einem System auf 
C" im allgemeinen mehrere Système auf C zugeordnet sind. Ich sage dann, C 
ist eine pseudovielfache Kurve von C . 

Im erstgenannten Falle sind x' und y' rationale Funktionen von x und f/, 
wahrend im zweiten nur geschlossen werden kann, dafi jede rationale und sym- 
metrische Funktion der (xi'yi ',..., x^.'j/j.') eine rationale Funktion der (xiyi^ 
. . . ^^i^yi') ist. Es ist leicht zu sehen, dai3 jede Kurve C, die eine vielfache von 
C ist, auch eine pseudovielfache der Kurve C ist. Umgekehrt aber habe ich 
mehrere Beispiele bilden konnen dafur, dal3 nicht jede pseudovielfache Kurve 
von C auch eine vielfache von C ist. Ich will jedoch hier nicht naher darauf 
eingehen, zumal da sich meine folgenden Darlegungen durchaus an den ERSTEN 
Fall anschliefien werden. 



30 



Im Falle der Reduzibilitût unserer Intégrale ist es moglicli. ihre Periodenta- 
belle auf eine besondere Normalform zu bringen. Die folgenden beiden Beispiele 
mogen eine Anschauung von der Beschafîenheit derselben geben, 

1) ç = 1; j? = 3. Die Periodentabelle kann auf die folgende Form °;ebracht 

werden: 

2in Q h ^ 

2i7r ^^ Q 6 



Q 

2î7r b c. 

2) q = 2; p = 4. Die normieiten Peiioden sind hier: 
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Die Zahlen a, 3 bedeuten in beiden Tabellen ganze rationale Zablen. 

Ich definiere nun noch eine zweite ckarakteristiscke Zahl k . Sie "jbt die Ord- 
nung der Thetafunktion von q Variabeln an, in die eine Tbetafunktion erster 
Ordnung von p Variabeln im Falle der Reduzibilitàt transformiert werden kann. 
Im ersten Beispiel ist n = a^iisi zweiten k = q3. Die beiden charakteristischen 
Zahlen n und n sind nun imnter einander gleich. Icb. habe z\vei Beweise flir 
diesen Satz gefunden. die ich jetzt in ihren Grundziigen auseinandersetzen will. 

Erster Beueis. Seien M und M' zwei ÂBELsche Intégrale erster, zweiter 
oder dritter Gattung der Kurve C. ich denke mir die zugehorige RrEMANNscbe 
Flache irgendwie langs 2p von einem Punkte ausgehenden nichtzerstiickenden 
Rlickkehrschnitten kanoniscb. aufgeschnitten. Dann mogen M und M die fol- 
genden Perioden besitzen: 

M : Xi,:C2, X2p, 

M' \yi,y2,.....y2p- 

Icb. muC nun eine charakteristische fundamentale Bilinearform definieren, Ich 
setze namlich: 



F{x,y) = j MdM' 



wo das Intégral langs der ganzen Kontur der Zerschneidnng erstreckt werden 

soll. Wenn x, y Normalperioden sind. su nimmt F{x.y) die folgende Form an: 



F{x,y) = 2^ i^2^-iy2t^ —^2t^y2t^-i) ■ 



ri=l 



Nehme ich an. es sei M eines der reduziblen Intégrale, dann drticken sich seine 
2p Perioden ganzzahlig und linear durch nur 2q Perioden tiJi , . . . ^u-^2q a^us. Ich 
habe also dann: 



=i: 



2q 

m^jt^'j (k = 1.2, . . . ,2p). 



J=i 
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"wo die m^ ganze rationale Zahlen bedeuten. Wenn nun M und A/' Intégrale 
erster Gûttun^; sind, dann ist bekaniitlich 

F{x.,y) = 

Wenn man in dièse Gleichung die Ausdriicke der x durch die lj einsetzt. so be- 
kommt man eine bilineore Gleichung zwischen den y und ù.\ die in der folgenden 
Form geschrieben werden kann: 

Seien nun ui , . . . , Up p linear unabhangige Intégrale erster Gattung von C. Dann 
konnen wir setzen: 

U = f.!.iUi + ^2^2 + ■■■ -\-fi-pUp 
U' = f].i'ui + A*2'^2 + ■■■ -\-fi.p'up 

Die voilaufig nocb. unbestimmten Koeffizienten fi.' soUen nun so bestimmt wer- 
den, dafi sie den 2q linearen Gleichungen: 

Hj = Q (i= 1,2,. ..,2g) 

genligen. Wenn man dann noch beachtet, daB dièse 2q Gleichungen nicht linear 



E ^j^j = 



bestehen, so ist leicht zu erkennen, dai3 auch Mj leduzierbar ist, und dafi, so 
wie AI einer Schar von q leduziblen Integialen angehort, auch A/' ein Elément 
einei (p — g)fach unendlichen linearen Schar von reduziblen Integralen ist. Doch 
dies nur nebenbei. 

Ici] bemeike nun. dafi Hj eine lineare Funktion der y^ ist, sodafi ich scbreiben 
kann : 

2p 

Hj =J2^'^Jy^ <J = 1.2,. ..,2g), 

WO die hij ganze rationale Zahlen sind. Aus den irij^^ und den hi^ kann ich nun 
zwei Tabellen von je 2g Kolonnen und 2p Zeilen bilden. Aus beiden kann ich 
gewisse g-reihige Determinanten bilden. Icb. bezeichne die der m mit D und die 
aus denselben Zeilen der h ^ebildete mit D' . Dann setze ich 



j = J2dd'. 



J ist nun in dem folgenden Sinne eine invariante Zahl: Sie bleibt ungeandert, 

wenn man irgendeines der Perio den système x oder ùj durch ein aquivalentes 
ersetzt. Dabei heifien zwei Periodensysteme aquivalent, wenn sie sich ganzzahlig 
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und linear durcheinander ausdrticken lassen, Man kann nun einerseits beweisen, 
dafi 



..3 



andererseits aber, dûJ3 

J = n\ 

Daraus kann man folsern. dafi 



Das ist dei erste Beweis. Der nun folgende 

Zweite Beweis ist wesentlich kiirzer. Er beruht auf dem Vergleicb der zu S 
und S' gehôri^en Bilinearformen F{T.y) und '^{cj.cj'). Man bat namlich einer- 
seits 

Fix,y) = n'iiL.-,i,')., 

andererseits 

Daraus scbliei3t man 

K = n. 

Icb komme nun zum Zusammenhang der Reduktionstkeorie mit der Théorie 

der FuCHSschen Funktionen. 

Bekanntlich definiert jede algebraische Kurve C ein System von FuCHSscben 
Funktionen. Nun kann man die Tatsacbe, daC C ein Vielfacbes von C ist, aucb 
folgendermaËen ausdrticken. Es ist immer auf manni^facbe Weise moglich, der 
Kurve C eine Grenzkreis^ruppe G' und C eine ebensolche Gruppe G zuzuord- 
nen, sodai3 G eine Untergruppe von G' ist. Ist im besonderen C ein Tt-faches von 
G' . dann ist G eine Untergruppe vom Index iî von G'. Man erhalt dahei einen 
Fundamentalbereicb von G dadurch, dafi man n geeignet gewablte Fundamen- 
talbereicbe von G . die durch die Operationen von G auseinander bervoi^ehen, 
aneinandei lageit. Das Polygon P von G erscheint daiin in n Polygone P {3} ein- 
geteilt, die einem Polygon P' von G' im Sinne dei nicbteuklidischen Géométrie 
kongruent sind, 

Icb bezeichne die Seiten des Polygons P' mit 7(a) und die homologen Seiten 
von P'{Q) mit -/(a./3). Die Seiten 7(û./3) liegen entweder im Innern oder au£ dem 
Rande von P. Icb nebme nun an. die Seite 7(<:t') gebe aus 7(a) vermoge einer 
Opération von G' hervor. Wenn nun '((a. 3) auf dem Rande von P liegt, dann 
gibt es eine weitere Seite 7{a',/3') auf diesem Rande, die mit 7(0, ,J) vermoge 
einer Opération von G konjugiert ist. Wenn jedocb -'({01. 3) im Innern von P 
liegt. so existiert eine derartige von 7(0. /3) verschiedene Seite nicbt. sondern 
es fallen 7{a,/3) und -^(ol .Q ) zusammen und bilden die gemeinsame Seite von 
P (,J) und P (,J ). Aber wie dem aucb sei, jedenfalls entspricbt jeder Seite 'i(oi) 
von P' eine Permutation der n Ziffern 1 . 2, . . . , ri. 

Eine der eben durcbgefubrten ganz abnliche Betracbtung konnen wir aucb 
ftir die Ecken von P' anstellen. So wie wir namlicb die Seiten in Paare zusam- 
menfafiten, so konnen wir die Ecken in ZykIen einteilen, so dal3 die Ecken eines 
Zyklus auseinander durch die Operationen von G' berA'orgehen. Jedem solcben 
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Zykliis kann wieder eine bestimmte Vertauschung der n Ziffern 1, 2. . . . , rt zu- 
^eordnet weiden, die sich aus den den Seiten zugeordneten gewinnen laCt. Ich 
nehme nun an. es habe P 2JV Seiten und Q Eckenzyklen. 2N' und Q' sollen die 
^leiche Bedeutun^ ftir P' haben. Die einem Eckenzyklus von P' entsprecbende 
Permutation laBt sich in zykliscbe Permutation en zerle^en. Bei allen Eckenzy- 
klen mogen dabei im ganzen A^ zyklische Permutation en von gerade i Ziffern 
vorkommen. Dann bestehen die folgenden Relationen: 

2p= N -Q + 1, 
2q = N' -Q' + 1, 
g + 2p-2 = 7i(Q' + 2g-2), 
n{Q' -Q) = 2{p-l)-2n(q-l), 

}, îK = ^Q' • 

Die bisher gegebenen allgemeinen B etrachtungen setzen uns nun instand, ei- 
ne Reihe schoner und wichtiger Sàtze ûher die nichteuklidische Géométrie der 
Kreisbogeupolygone, sowie ûber die Géométrie der algehraischen Kurven abzu- 
leiten. Icb will im folgenden einige Beispiele solcher Satze anftihren, ohne mich 
des naheren auf Beweise einzulassen, deren Grundztige iibrigens im vorstehen- 
den enthalten sind, 

1) p= 3,g = 2,n = 2,rn = rn' = 4. 

Mit m und m' sind dabei die Ordnun^en der Kurven C und C bezeichnet. 
C hat keinen Doppelpunkt, C" bat einen Doppelpunkt. Von den 28 Doppeltan- 
genten von C gehen sechs durch einen Punkt aufierhalb der Kurve. 

2) p= 4,g = 2,Ti = 2,m = 4,m' = 5. 

C bat zwei Doppelpunkte, C" nui einen. Setzt man die Differentiale der redu- 
ziblen Intégrale erstei Gattung gleicb Null, so erhalt man ein Kegehchnitthûschel^ 
dessen vier Basispunkte von den beiden Doppelpunkten von C und zwei weiteren 
Punkten derselben Kurve gebildet weiden. Secbs dieser Kegelschnitte berubien 
C doppelt. Derjenige derselben, dei C in einem Basispunkte beillbit, oskuliert 
daselbst. 

2)p=2,q= l,n = 2. 

Die Kurve C ist ein Vielfaches von zwei verschiedenen Kurven C und G" . 
Es existiert eine FuCHSscbe Gruppe G, zu der man sowobl ein erstes Polygon 
Pi konstruieren kann, das aus zwei Polygonen einer zu G' geboiigen Gruppe 
G' besteht, als aucb ein zweites Polygon P2, das aus zwei Polygonen einer zu 
G" gehorigen Gruppe G" besteht. G ist also sowobl in G' als in Q" aïs Unter- 
gruppe vom Index 2 entbalten. Die nebenstebende schematische Figur moge zur 
Veranschaulicbung der Veihaltnisse dienen. Die beiden eben eiwabnten Funda- 
mentalbeieiche Pj und P^ von G sind duicb die Polygone mit den Ecken A 
bsw. C daigestellt. Jedes derselben zeifallt in zwei Secbsecke, die bzw. Funda- 
mentalbeieiche von G' oder G" sind. Um die Aquivalenz von Pi und P2 besseï 
hervoitreten zu lassen. sind die Symmetriezentien dei erwahnten Secbsecke mit 
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den Seitenmitten A^erbunden, sodaC aile Polygone sich in leicht ersichtliclier Wei- 
se ûus den so entstehenden Vierecken aufbauen. 
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Ich gehe nun zu den Satzen aus der Géométrie der algebraisclien Kurven 
liber, die uns dièses Beispiel lehrt. Wenn ich auf C einen Punkt M' markiere, so 
entsprechen diesem zwei Punkte A/^ und A/^ auf C, Jedem von diesen entspricht 
ein Punkt von C" \ M^ , Mj, . Es entspreclieii also im allgem einen jedem Punkte 
von C zwei Punkte von C". Ebenso kann man schlieBen. daC im allgemeinen 
jedem Punkte von C zwei Punkte von C entsprechen. Die Korrespondenz 
(C , C) hat aber zwei Verzweigungspunkte A/j , M2 ■ Jedem von ihnen entspricht 
also nur ein Punkt von C und also auch nur ein Punkt von C : Mi , A/^ ■ 
Ebenso hat die Korrespondenz {C" .C) zwei Verzweigungspunkte Nj , N2 . 
Jedem von ihnen ist nur ein Punkt von C zugeordnet: Nj , N2 ■ Wir kônnen 
dann den ersten Satz, den wir anfiihren wollen. so aussprechen: 

A^i und N2 einerseits und Mj und A/2 andererseits fallen zusamraen. 

Ich gehe zum zweiten Satz ûber, der sich ergibt. wenn man C und C" als 
Knrven dritter Ordnung voraussetzt. 

Ich kann in Ny = A^2 ^^^ Tangente an C zieken. Ich verbinde ferner M\ 
und M2 durch eme Sekante. Dièse heiden Geraden schneiden sich aufC. Eben- 
so kann ich in Afi = A/2 die Tangente an C ziehen und mit der Sekante 
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Ni N2 zuTïi Schnitt hringen. Der Schnittpunkt liegt auf C" . 

Dièse wenigen Beispiele lassen zur Gentige erkennen. wie zalilieich die be- 
sonderen Fàlle sind. 
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Fiinfter Vortrag 



UBER TRANSFINITE ZAHLEN 
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Meine Herren! îch will heute tiber den Beo;riff der transfiniten Kardinalzahl 
vor Ihnen sprechen; und zwar will ich zunachst von einem scheinbaren Wi- 
derspruch reden, den dieser Begriff enthalt. Dazu schicke icb. folgendes voraus: 
meiner Ansicht nach ist ein Gegenstand niir dann denkbûi, wenn er sich mit 
einer endlichen Anzahl von Worten defînieren laCt. Einen Gegenstand, der in 
diesem Sinne endlich definierbar ist, will ich znr Abktiraung einfoch "definierbar'' 
nennen. Demnach ist also ein nicht definierbarei Gegenstand anch nndenkbar. 
Desgleichen will ich ein Gesetz "aussagbar" nennen, wenn es in einer endlichen 
Anzahl von Worten ausgesagt werden kann. 

Herr RICHARD bat nun bewiesen, dafi die Gesamtheit der definieibaren Ge- 
genstande abzahlbar ist. d. b. daC die Kardinalzabl dieser Gesamtheit Ko ist, Der 
Beweis ist ganz einfacb: sei o die Anzahl der Wortei des Worterbucbes, dann 
kann nian mit n Wortern bochstens a"^ Gegenstande definieren. LâBt man nun n 
liber aile Gienzen wachsen^ so sieht man. daB man nie tiber eine abzablbare Ge- 
samtbeit hinauskommt. Die Machtigkeit dei Menge der denkbaren Gegenstande 
waie also t^g- Herr SCHOENFLIES bat gegen diesen Beweis eingewandt, daB man 
mit einer einzigen Définition mehreie, ja sogar unendlich viele Gegenstande defi- 
nieren kônne. Als Beispiel ftibrt er die Définition der konstanten Fnnktionen an, 
deren es ofîenbai unendlicb viele gibt. Dieser Einwand ist desbalb unzulassig, 
weil duicb solcbe Definitionen gar nicht die einzelnen Gegenstande, sondern ib- 
re Gesamtheit, in unserem Beispiel also die Aïenge der konstanten Fuiiktionen 
definieit wird. und dièse ist ein einziger Gegenstand. Der Einwand a'ou Herrn 
SCHOENFLIES ist also nicbt stichhaltig. 

Nun hat bekanntlicb Cantor bewiesen, daC das Kontinuum nicht abzahlbar 
ist: dies widerspricbt dem Beweise von RICHARD. Es fragt sicb also, welcher von 
beiden Beweisen lichtig ist. Icb bebaupte, sie sind beide richtig. und der Wi- 
derspruch ist nur ein scheinbarer. Znr Begrtindung dieser Bebauptung will icb 
einen neuen Beweis ftir den GANTORschen Satz geben: Wir nehmen also an, es 
sei eine Strecke AB gegeben und ein Gesetz. durch welches jedem Punkte der 
Strecke eine ganze Zahl zugeordnet wiid. Wir wollen der Einfacbbeit halber die 
Punkte durcb die ihnen zugeoidneten Zablen bezeicbnen. Wir teilen nun un- 
sere Strecke durcb zwei beliebige Punkte Ai und A2 in clrei Teile, die wii als 
Unterstrecken 1. Stufe bezeichnen; dièse teilen wir wieder in je drei Teile und 
erbalten Unterstrecken 2. Stufe; dièses Veifahien denken wir uns ins Unendlicbe 
fortgesetzt. wobei die Lange der Unterstrecken untei jede Gienze sinken soll. 
Der Punkt 1 gehort nun einei odei hocbstens, wenn er mit Ai oder Ao zusam- 
menfallt, zweien der Unterstrecken erster Stufe an, es gibt also sicher eine, der er 
nicht angehort. Auf dieser sucben wir den Punkt mit der niedrigsten Nummer, 
die nun mindestens 2 sein muB, auf. Unter den 3 Unterstrecken 2. Stufe, die zu 
derjenigen Strecke 1. Stufe geboren, auf der wir uns befinden. ist nun wieder 
mindestens eine. der der zuletzt betracbtete Punkt nicht angebort. Auf dieser 
setzen wir das Verfahren fort und erhalten so eine Folge von Strecken. die fol- 
gende Eigenschaften bat: jede von ibnen ist in allen vorhergehenden entbalten, 
und eine Strecke n^^' Stufe enthalt keinen der Punkte 1 bis n — 1. Aus der ersten 
Eigenschaft folgt^ daC es mindestens einen Punkt geben muC, der ibnen allen 
^emeinsam ist; aus der zweiten Ei^enscbaft folst aber. dafi die Nummer dièses 
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Punktes groGer sein muj3 ûls jede endliche Zahl, d. h. es kann ihm keine Zahl 
zugeordnet werden. 

Wa.s haben wir nun zii diesem Beweise vorausgesetzt? Wii haben ein Ge- 
seta vorausgesetat, das jedem Punkte der Strecke eine ^anze Zahl zuoidnet. 
Dann konnten wir einen Puiikt definieren, dem keine gajize Zahl zugeoidnet ist. 
In dieser Hinsicht unterscheiden sich die verschiedenen Beweise dièses Satzes 
nicht. Dazu muBte aber das Gesetz zuerst feststehen. Nacb. RrCHARD miifite 
anscheinend ein solches Gesetz existieren, aber Cantor hat das Gegenteil be- 
wiesen. Wie kommen wir ans diesem Dilemma heraus? Fragen wir einmal nach. 
der Bedeiitung des Wortes "definierbai" , Wir nehmen die Tafel aller endlichen 
Satze und streichen daraus aile diejenigen. die keinen Punkt definieren. Die 
Ubrigbleibenden ordnen wir den ganzen Zablen zu. Wenn wir jetzt die Durcb- 
musterung der Tafel von neuem voinehmen. so wiid es sich im allgemeinen 
zeigen, daJ3 wir jetzt einige Satze stehen lassen mtissen, die wir vorher gestri- 
chen haben. Denn die Satze, in welchen man von dem Zuordnungsgesetz selbst 
sprach, hatten friiher keine Bedeutung. da die Punkte den ganzen Zahlen noch 
nicht zugeordnet waren. Dièse Satze haben jetzt eine Bedeutung, und mtissen 
in unserer Tafel bleiben. Wtirden wir jetzt ein neues Zuordnungsgesetz anf- 
stellen, so wiiide sich dieselbe Schwierigkeit wiederbolen und so ad infinitum. 
Hierin liegt abei die Losnng des scheinbaren Widerspruchs zwischen Cantor 
und Richard. Sei Afo die Menge dei ganzen Zahlen, Mi die Menge der nach 
der ersten Durcbmusterung der Tafel aller endlichen Satze definierbaren Punkte 
unserer Strecke, (?i das Gesetz der Zuordnung zwischen beiden Mengen. Durch 
dièses Gesetz kommt eine neue Menge M2 von Punkten als definierbar hinzu. 
Zu A/i -\-AI2 gehort aber ein neues Gesetz G 2 ■ dadurch entsteht eine neue Menge 
A/5 usw. Richards Beweis lehrt nun, daC, wo ich auch das Verfahren abbreche, 
immer ein Gesetz existiert, wàhrend Gantor beweist, dal3 das Verfahren be- 
liebig weit fortgesetzt werden kann. Es besteht also kein Widerspruch zwischen 
beiden, 

Der Schein eines solchen riihrt daher, dafi dem Zuordnungsgesetz von RI- 
CHARD eine Eigenschaft fehlt. die ich mit einem von den englischen Philoso- 
phen entlehnten Ausdruck als "pradikativ" bezeichne. (Bei RUSSELL. dem ich 
das Wort entlehne, ist eine Définition zweier Begriffe A uncl A' nicht pradikativ, 
wenn A in der Définition von A' und umgekehrt vorkommt.) Ich verstehe darun- 
ter folgendes: Jedes Zuordnungsgesetz setzt eine bestimmte Klassifikation vor- 
aus. Ich nenne nun eine Zuordnung pradikativ. wenn die zugehorige Klassifi- 
kation pradikativ ist. Eine Klassifikation aber nenne ich pradikativ, wenn sie 
durch Einfiihrung neuer Elemente nicht verandert wird. Dies ist aber bei der 
RiCHARDschen nicht der Fall, viehnehr andert die Einfiihrung des Zuordnungs- 
gesetzes die Einteilung der Satze in solche, die eine Bedeutung haben. und solche, 
die keine haben, Was hier mit dem Wort '^pradikativ" gemeint ist, lafit sich am 
besten an einem Beispiel illustrieren: wenn ich eine Menge von Gegenstànden in 
eine Anzahl von Schachteln einordnen soll, so kann zweierlei eintreten: entweder 
sind die bereits eingeordneten Gegenstande endgtlltig an ihrem Platze, oder ich 
muC jedesmal, wenn ich einen neuen Gegenstand einordne. die anderen oder 
weni^stens einen Teil von ihnen wieder herausnehmen. Im ersten Falle nenne 
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ich die Kla.ssifikation pradikativ, im zweiten nicht. Ein gutes Beispiel fiir eine 
nicht pradikative Définition hat RUSSELL ^egeben: A sei die kleinste °;anze ZaJil, 
deren Définition mehr als hundert deutsche Worte erfordert. A mu.fi existieren, 
da man mit hundert Worten jedenfalls nur eine endliche Anzahl von Zahlen 
definieien kann. Die Définition, die wir eben von dieser Zabi gegeben haben, 
enthàlt aber weniger als hundert Worte. Und die Zahl A ist also definiert als 
undejinierbar. 

Zermelo hat nun gegen die Verwerfun^ der nicht pràdikativen Definitionen 
den Einwand erhoben, dafi damit auch ein grofier Teil der Mathematik hinfallig 
wTirde, z. B. der Beweis ftir die Existenz einer Wurzel einer algebraischen Glei- 
chun^. 

Diesel Beweis lautet bekannthcb. folo;endermaËen: 

Gegeben ist eine Gleicbun^ ^(^) = 0- Man beweist nun, dafi |F(3:)| ein 
Minimum haben mufi; sei x^ einer der Argumentwerte, ftir den das Minimum 
eintritt, also 

|F(t)|>|F(^o)| 

Daraus folgt dann weiter, dafi F{xq) = ist. Hier ist nun die Définition von 
F{x^) nicht pradikativ. denn dieser Wert hangt ab von der Gesamtheit der 
Werte von F{x)^ zu denen er selbst ^ehort. 

Die Berechtigung dièses Einwandes kann ich nicht zngeben. Man kann den 
Beweis so umformen, dafi die nicht pradikative Définition daraus verschwindet. 
Ich betrachte zu diesem Zwecke die Gesamtheit der Argumente von der Form 
"^ . wo tn^n^'p ganze Zahlen sind. Dann kann ich dieselben Schllisse wie vorher 
ziehen, aber der Argumentwert, ftir den das Minimum von |i^(x) | eintritt. gehort 
im allgemeinen nicht zu den betrachteten. Dadurch ist der Zirkel im Beweise 
vermieden. Man kann von jedem mathematischen Beweise veilangen. dafi die 
darin voikommenden Definitionen usw. pràdikativ sind, sonst ware der Beweis 
nicht streng, 

Wie steht es nun mit dem klassischen Beweise des BERNSTEINschen Theo- 
rems? Ist ei einwandfrei? Das Theorem sagt bekannthcb ans, daB, wenn drei 
Mengen A. B, C gegeben sind. wo A in B und 5 in C enthalten ist, und wenn 
A aquiA'alent C ist. auch A aquivalent B sein mufi. Es handelt sich also auch 
hier um ein Zuordnungsgesetz. Wenn das erste Zuordnungsgesetz (zwischen A 
und C) pràdikativ ist. so zeigt der Beweis, dafi es auch ein piàdikatives Zuord- 
nungsgesetz zwischen A und B geben mufi. 

Was nun die zweite transfinite Kardinalzahl b^i betrifft, so bin ich nicht 
ganz ilberzeugt, dafi sie existiert. Man gelangt zu ihi durch Betrachtung der 
Gesamtheit der Oidnungszahlen von der Machtigkeit Ko; es ist klar, dafi dièse 
Gesamtheit von hoheier Machtigkeit sein mufi. Es fragt sich abei, ob sie ab- 
geschlossen ist, ob wir also von ihrei Machtigkeit ohne Widerspruch sprechen 
dtirfen. Ein aktual Unendliches gibt es jedenfalls nicht. 

Was haben wir von dem beriihmten Kontinnumprohlem zu halten? Kann 
man die Punkte des Raumes wohlordnen? Was meinen wir damit? Es sind hier 
zwei Falle moglich: entweder behauptet man, dafi das Gesetz dei Wohlordnung 
endlich aussagbar ist, dann ist dièse Behauptung nicht bewiesen: auch Herr 
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Zermelo erhebt wohl nicht den Anspmch, eine solche Behauptun^ bewiesen 
zu haben. Oder aber wir lassen auch die Moglichkeit zu, dafi das Gesetz nicht 
endlich aussagbar ist. Dann kann ich mit dieser Aussage keinen Sinn mehr ver- 
binden. das sind fiir mich niir leere Woite. Hier liegt die Schwieiigkeit. Und das 
ist wohl aucb die Ursacbe flir den Streit liber den fast genialen Satz Zermelos. 
Dieser Streit ist sehr merkwûrdig: die einen verwerfen das Auswablpostuiat^ hal- 
ten aber den Beweis fiir richtig, die anderen nehmen das Auswahlpostulat an, 
erkennen aber den Beweis nicht an. 

Doch ich konnte noch manche Stunde dartibei sprechen, ohne die Frage zu 
losen. 
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Sechster Vortrag 



LA MECANIQUE NOUVELLE 
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Mesdames, messieurs! 

Aujourd'hui, je suis obligé de parler français, et il faut que je m'en excuse. Il 
est vrai que dans m.e3 précédentes conférences je me suis exprimé en allemand, 
en un très mauvais allemand: parler les laiigues étrangères, voyez-vous, c'est 
vouloir marcher lorsqu'on est boiteux: il est nécessaire d'avoir des béquilles; 
mes béquilles^ c'étaient jusqu'ici les formules mathématiques et vous ne sauriez 
vous imaginer quel appui elles sont pour un orateur qui ne se sent pas très solide. 
— Dans la conférence de ce soir, je ne veux pas user de formules, je suis sans 
béquilles, et c'est pourquoi je dois parler français. 

En ce monde, vous le savez, il n'est rien de définitif, rien d'immuable; les 
empires les plus puissants, les plus solides, ne sont pas éternels: c'est là un thème 
que les orateurs sacrés se sont plu bien souvent à développer, — Les théories 
scientifiques sont comme les empires, elles ne sont pas assurées du lendemain. Si 
Tune d'elles semblait à l'abri des injures du temps, c'était^ certes, la mécanique 
newtonienne: elle paraissait incontestée, c'était un monument impérissable; et 
voilà qu'à son tour, je ne dirai pas que le monument est par terre, ce serait 
prématuré, mais en tout cas il est fortement ébranlé. 11 est soumis aux attaques 
de grands démolisseurs: vous en avez un parmi vous, M. Max AbrahAM, un 
autre est le physicien hollaiidais M. LORENTZ. Je voudrais, en quelques mots, 
vous parler des ruines de l'ancien édifice et du nouveau bâtiment que l'on veut 
élever à leur place. — 

Tout d'abord qu'est-ce qui caractérisait l'ancienne mécanique? C'était ce fait 
très simple: je considère un corps en repos, je lui communique une impulsion, 
c'est à dire je fais agir sur lui, pendant un temps donné une force donnée; le 
corps se met en mouvement, acquiert une certaine vitesse; le corps étant animé 
de cette vitesse, faisons agir encore la même force pendant le même temps, la 
vitesse sera doublée; si nous continuons encore, la vitesse sera triplée après que 
nous aurons une troisième fois donné une impulsion identique. Recommençons 
ainsi un nombre suffisant de fois, le corps finira par acquérir une vitesse très 
grande, qui pourra dépasser toute limite, une vitesse infinie. 

Dans la nouvelle mécanique, au contraire, on suppose qu'il est impossible de 
communiquer à un corps partant du repos une vitesse supérieure à celle de la 
lumière. Que se passe-t-il? Je considère le même corps au repos; je lui donne une 
première impulsion, la même que précédemment, il prendra la même vitesse: re- 
nouA'elons une seconde fois cette impulsion, la vitesse va encore augmenter, mais 
elle ne sera plus doublée; une troisième impulsion produira un effet analogue, 
la vitesse augmente mais de moins en moins, le corps oppose une résistance qui 
devient de plus en plus grande. Cette résistance, c'est l'inertie, c'est ce qu'on ap- 
pelle communément la masse; tout ce passe alors dans cette nouvelle mécanique 
comme si la masse n'était pas constante, mais croissait avec la vitesse. Nous pou- 
vons représenter graphiquement les phénomènes: dans l'ancienne mécanique, le 
corps prend après la première impulsion une vitesse représentée par le segment 
Oi^i; après la deuxième impulsion Oi^i s'accroît d'un segment T^ïï^ qui lui est 
égal, à chaque nouvelle impulsion, la vitesse s'accroït de la même quantité, le 
segment qui la représente s'accroït d'une longueur constante; dans la nouvelle 
mécanique, le segment vitesse s'accroït de segments ^'J ^-'2 i ^2^^'--- ^'■" sont de 
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plus en plus petits et tels que nous ne pouvons pas dépasser une certaine limite, 

la vitesse de la lumière. 



o 
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Comment a-t-on été conduit à de telles conclusions? A-t-on fait des ex- 
périences directes? Les divergences ne se produiront que pour les corps animés 
de grandes vitesses; c'est alors seulement que les différences signalées devien- 
nent sensibles. Mais, qu'est-ce qu'une très grande vitesse? Est-ce celle d'une 
automobile qui fait 100 kilomètres à l'heure; on s'extasie dans la rue sur une tel- 
le rapidité; à notre point de vue, c'est pourtant bien peu. une vitesse d'escargot. 
L'astronomie nous donne mieux: Mercure, le plus rapide des corps célestes par- 
court lui aussi 100 kilomètres environ, non plus à l'heure mais â la seconde: 
pourtant, cela ne suffit pas encore, de telles vitesses sont trop faibles pour révélei 
les différences que nous voudrions observer. Je ne parle pas de nos boulets de 
canon, ils sont plus rapides que les automobiles, mais beaucoup plus lents que 
Mercure; vous savez cependant qu'on a découvert une artillerie dont les pro- 
jectiles sont beaucoup plus vite: je veux parler du radium qui envoie dans tous 
les sens de Ténergie, des projectiles; la rapidité du tir est bien plus grande, 
la vitesse initiale est de 100 000 kilomètres par seconde, le tiers de la vitesse 
de la lumière: le calibre des projectiles, leur poids, sont, il est vrai, bien plus 
faibles et nous ne devons pas compter sur cette artillerie pour augmenter la 
puissance militaire de nos armées. Peut-on expérimenter sur ces projectiles? 
De telles expériences ont été effectivement tentées: sous l'influence d'un champ 
électrique, d'un champ magnétique il se produit une déviation qui permet de se 
rendre compte de l'inertie et de la mesurer. On a constaté ainsi que la masse 
dépend de la vitesse et énoncer cette loi: L^inertie d'un corps croît avec sa vitesse 
qui reste inférieure â celle de la lumière. 300 000 kilomètres par seconde. 

Je passe maintenant au deuxième principe, le principe de relativité. Je sup- 
pose un observateur qui se déplace vers la droite; tout se passe pour lui comme 
s'il était au repos, les objets qui l'entourent se déplaçant vers la gauche: aucun 
moyen ne permet de savoir si les objets se déplacent réellement, si l'observateur 
est immobile ou en mouvement. On l'enseigne dans tous les cours de mécanique, 
le passager sur le bateau croit voir le rivage du fleuve se déplacer, tandis qu'il est 
doucement entraîné par le mouvement du navire. Examinée de plus près, cette 
simple notion acquiert une importance capitale; on n'a aucun moyen de tran- 
cher la question, aucune expérience ne peut mettre en défaut le principe: il n'y a 
pas d'espace absolu, tous les déplacements que nous pouvons observer sont des 
déplacements relatifs. Ces considérations bien familières aux philosophes, j 'ai eu 
quelquefois l'occasion de les exprimer: j'en ai même recueilli une publicité dont 
je me serais volontiers passé, tous les journaux réactionnaires français m'ont fait 
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démontrer que le soleil tournait autour de la terre; dans le fameux procès entre 
rinquisition et Galilée, Galilée aurait eu tous les torts. 

Reveuous à Tancienne mécanique: elle admettait le principe de relativité: au 
lieu d'être fondées sur des expériences, ses lois étaient déduites de ce princi- 
pe fondamental. Ces considérations suffisaient pour les phénomènes purement 
mécaniques, mais cela n'allait plus pour d'importantes parties de la, physique, 
Toptique par exemple. On considérait comme absolue la vitesse de la lumière re- 
lativement à réther: cette vitesse pouvait être mesurée, on avait théoriquement 
le moyen de comparer le déplacement d'un mobile à un déplacement absolu, le 
moyen de décider si oui ou non un corps était en mouvement absolu. 

Des expériences délicates, des appareils extrêmement précis, que je ne décrirai 
pas devant vous, ont permis d'essayer la réalisation pratique d'une pareille com- 
paraison: le résultat a été nul. Le principe de relativité n'admet aucune restric- 
tion dans la nouvelle mécanique; il a, si j'ose ainsi dire, une valeur absolue. 

Pour comprendre le rôle que joue le principe de relativité dans la Nouvel- 
le Mécanique, nous sommes d'abord amenés à parler du temps apparent, une 
invention fort ingénieuse du physicien LORENTZ. Nous supposons deux observa- 
teurs l'un A à Paris, l'autre B à Berlin. A et B ont des chronomètres identiques 
et veulent les régler: mais ce sont des observateurs méticuleux comme il n'y 
en a guère: ils exigent dans leur réglage une extraordinaire exactitude: ce se- 
ra, par exemple, non une seconde, mais un milliardième de seconde. Comment 
pourront-ils faire? De Paris à Berlin. A envoie un signal télégraphique, avec un 
sans-fil, si vous voulez, pour être tout à fait moderne. B note le moment de 
la réception et ce sera pour les deux chronomètres l'origine des temps. Mais le 
signal emploie un certain temps pour aller de Paris à Berlin, il ne va qu'avec 
la vitesse de la lumière: la montre de B serait donc en retard: B est trop intel- 
ligent pour ne point s'en rendre compte; il va remédier a cet inconvénient. La 
chose semble bien simple: on croïse les signaux. A reçoit et B envoie, on prend 
la moyenne des corrections ainsi faites, on a l'heure exacte. Mais cela est-il bien 
certain? Nous supposons que de A k B le signal emploie le même temps que 
pour aller de B k A. Or A et B sont emportés dans le mouvement de la terre 
par rapport à l'éther, véhicule des ondes électriques. Quand A a envoyé son 
signal il fuit devant lui, B s'éloigne de même, le temps employé sera plus long 
que si les deux observateurs étaient au repos; si au contraire c'est B qui envoie, 
A qui reçoit, le temps est plus court parce que A va au devant des signaux; il 
leur est absolument impossible de savoir si leurs chronomètres marquent ou non 
la même heure. Quelle que soit la méthode employée les inconvénients restent 
les mêmes l'observation d'un phénomène astronomique, une méthode optique 
quelconque se heurtent aux mêmes difficultés, B ne pourra jamais connaître 
qu'une différence apparente de temps, qu'une espèce d'heure locale. Le principe 
de relativité s'applique intégralement. 

Dans l'ancienne mécanique pourtant, on démontrait avec ce principe toutes 
les lois fondamentales. On pourrait être tenté de reprendre les raisonnements 
classiques et de raisonner comme il suit? Soit encore deux observateurs. A et B 
pour les nommer comme on nomme toujours deux observateurs en mathémati- 
ques; supposons les en mouvement, s'éloignant l'un de l'autre; aucun d'eux ne 
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peut dépasser la vitesse de îa lumière: par exemple B sera animé de 200 000 
kilom.étres vers la droite. A de 200 000 vers la ^[aiiche. A peut se croire au repos 
et la vitesse apparente de B sera, pour lui, 400 000 kilomètres. Si A connaît 
la mécanique nouvelle il se dira: B a une vitesse qu'il ne peut atteindre, c'est 
donc que moi aussi je suis en mouvement. 11 semble qu'il pourrait décider de sa 
situation absolue. Mais il faudrait qu'il puisse observer le mouvement de B lui 
même: pour faire cette observation A et B commencent par régler leurs montres, 
puis B envoie à A des télégrammes pour lui indiquer ses positions successives; en 
les réunissant A peut se rendre compte du mouvement de B et tracer la courbe 
de ce mouvement. Or les signaux se propagent avec la vitesse de la lumière; les 
montres qui marquent le temps apparent varient à chaque instant et tout se 
passera comme si la montre de B avangait. B croira aller beaucoup moins vite 
et la vitesse apparente qu'il aura relativement à ^ ne dépassera pas la limite 
qu'elle ne doit pas atteindre. Rien ne pourra révéler à A s'il est en mouvement 
ou en repos absolu. 

Il faut encore faire une troisième hypothèse beaucoup plus surprenante, be- 
aucoup plus difficile à admettre, qui gène beaucoup nos habitudes actuelles. Un 
corps en mouvement de translation subit une déformation dans le sens même où 
il se déplace: une sphère, par exemple, devient comme une espèce d'ellipsoïde 
aplati dont le petit axe serait parallèle à la translation. Si l'on ne s'aperçoit pas 
tous les jours d'une transformation pareille c'est qu'elle est d'une petitesse qui la 
rend presque imperceptible. La terre, emportée dans sa révolution sur son orbite 
se déforme environ de toqoooooo ' P^^^ observer un pareil phénomène il faudrait 
des instruments de mesure d'une précision extrême, mais leur précision serait 
infinie qu'on n'en serait pas plus avaiicé car emportés eux aussi dans le mouve- 
ment ils subiront la même transformation. On ne s'apercevra de rien; le mètre 
que l'on pourrait employer deviendra plus court comme la longueur qu'on mes- 
ure. On ne peut savoir quelque chose qu'en comparant â la vitesse de la lumière 
la longueur de l'un de ces corps. Ce sont la de délicates expériences, réalisées 
par MiCHELSON et dont je ne vous exposerai pas le détail; elles ont donné des 
résultats tout à fait remarquables; quelqu 'étranges qu'il nous paraissent, il faut 
admettre que la troisième hypothèse est parfaitement vérifiée. 

Telles sont les bases de la nouvelle mécanique, avec l'appui de ces hypothèses 
on trouve qu'elle est compatible avec le principe de relativité. 

Mais il faut la rattacher alors à une conception nouvelle de la matière. 

Pour le physicien moderne, l'atome n'est plus l'élément simple; il est deve- 
nu un véritable univers dans lequel des milliers de planètes gravitent autour 
de soleils minuscules. Soleils et planètes sont ici des particules électrisées soit 
négativement soit positivement; le physicien les appelle électrons et bâtit le 
monde avec elles. D'aucuns se représentent l'atome neutre comme une mas- 
se centrale positive autour de laquelle circulent un grand nombre d'électrons 
chargés négativement^ dont la masse électrique totale est égale en grandeur à 
celle du noyau central. 

Cette conception de la matière permet de rendre compte aisément de 1 aug- 
mentation de la masse d'un corps avec sa vitesse, dont nous avons fait un des 
caractères de la mécanique nouvelle. Un corps quelconque n'étant qu'un as- 



46 



semblage d'électrons, il nous suffira de le montrer sur ces derniers. Remarquons, 
à cet effet, qu'un électron isolé se déplaçant à travers Téther engendre un cou- 
rant électrique, c'est-à-dire un champ électromagnétique. Ce champ correspond 
à une certaine quantité d'énergie localisée non dans l'électron, mais dans Téther. 
Une variation en grandeur ou en direction de la vitesse de Télectron modifie le 
champ et se traduit par une variation de Ténergie électromagnétique de Téther. 
Alors que dans la mécanique newtonienne la dépense d'énergie n'est due qu'à 
Tinertie du corps en mouvement, ici une partie de cette dépense est due à ce que 
Ton peut appeler Tinertie de Téther relativement aux forces électromagnétiques. 
L'inertie de l'éther augmente avec la vitesse et sa limite devient infinie lorsque 
la vitesse tend vers la vitesse de la lumière. La masse apparente de l'électron 
augmente donc avec la vitesse: les expériences de Kaufmann montrent que 
la masse réelle constante de Télectron est négligeable par rapport à la masse 
apparente et peut être considérée comme nulle. 

Dans cette nouvelle conception^ la masse constante de la matière a disparu. 
L'éther seul, et non plus la matière, est inerte. Seul l'éther oppose une résistance 
au mouA'ement. si bien que Ton pourrait dire: il n'y a pas de matière, il n'y a que 
des trous dans l'éther. Pour les mouvements stationnaires ou quasi-stationnaires, 
la mécanique nouvelle ne diffère pas — au degré d'approximation de nos mesures 
près — de la mécanique newtonienne, avec cette seule différence que la masse 
n'est plus indépendante ni de la vitesse, ni de l'angle que fait cette vitesse avec 
la direction de la force accélératrice. Si par contre la vitesse a une accélération 
considérable, dans le cas, par ex., d'oscillations très rapides, il y a production 
d'ondes hertziennes représentant une perte d'énergie de l'électron entraînant 
lamortissement de son mouvement. Ainsi, dans la télégraphie sans fil, les ondes 
émises sont dues aux oscillations des électrons dans la décharge oscillante. 

Des vibrations analogues ont lieu dans une flamme et de même encore dans 
un solide incandescent. Pour LORENTZ. il circule à l'intérieur d'un corps incan- 
descent un nombre considérable d'électrons qui, ne pouvant pas en sortir, volent 
dans tous les sens et se réfléchissent sur sa surface. On pourrait les comparer à 
une nuée de moucherons enfermés dans un bocal et venant frapper de leurs ailes 
les parois de leur prison. Plus la température est élevée, plus le mouvement de 
ces électrons est rapide et plus les chocs mutuels et les réflexions sur la paroi sont 
nombreuses. A chaque choc et à chaque réflexion une onde électromagnétique 
est émise et c'est la perception de ces ondes qui nous fait paraître le corps 
incandescent. 

Le mouvement des électrons est presque tangible, dans un tube de Crookes. 
Il s'y produit un véritable bombardement d'électrons partant de la cathode. 
Ces rayons cathodiques frappent violemment l'anticathode et s'y réfléchissent en 
partie donnant ainsi naissance à un ébranlement électromagnétique que plusieurs 
physiciens identiflent avec les rayons RONTGEN. 

Il nous reste en terminant à examiner les relations de la mécanique nouvel- 
le avec l'astronomie. La notion de masse constante d'un corps s 'évanouissant, 
que deviendra la loi de NEWTON? Elle ne pourra subsister que pour des corps 
en repos. De plus il faudra tenir compte du fait que l'attraction n'est pas 
instantanée. On peut donc se demander avec raison si la mécanique nouvel- 
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le ne va réussir qu'à compliquer rastronomie sans obtenir une approximation 
supérieure a celle que nous donne la mécanique céleste classique. Mr. LORENTZ 
a abordé la question. Partant de la loi de NEWTON supposée vraie pour deux 
corps électrisés au repos, il calcule l'action électrodynamique des courants engen- 
drés par ces corps en mouvement; il obtient ainsi une nouvelle loi d attraction 
contenant les vitesses des deux corps com.me paramètres. Avant d'examiner 
comment cette loi rend compte des phénomènes astronomiques, remarquons en- 
core que l'accélération des corps célestes a comme conséquence un rayonnement 
électromagnétique, donc une dissipation de Ténergie se faisant ressentir en re- 
tour par un amortissement de leur vitesse. A la longue, les planètes finiront 
donc par tomber sur le soleil. Mais cette perspective ne peut guère nous effray- 
er, la catastrophe ne pouvant arriver que dans quelques millions de milliards de 
siècles. ReA'enant maintenant à la loi d'attraction, nous voyons aisément que la 
différence entre les deux mécaniques sera d'autant plus grande que la vitesse 
des planètes sera plus grande. S'il y a une diff'érence appréciable, ce sera donc 
pour Mercure qu'elle sera la plus grande. Mercure ayant de toutes les planètes 
la plus grande vitesse. Or il arrive justement que Mercure présente une anomalie 
non encore expliquée: le mouvement de son périhélie est plus rapide que le mou- 
vement calculé par la théorie classique. L'accélération est de 38 trop grande. 
Leverrier attribua cette anomalie à une planète non encore découverte et un 
astronome amateur crut obserA'er son passage au soleil. Depuis lors plus person- 
ne ne l'a vue et il est malheureusement certain que cette planète aperçue n'était 
qu'un oiseau. Or la mécanique nouvelle rend bien compte du sens de Terreur 
relative à Mercure, mais elle laisse cependant encore une marge de 32" entre 
elle et l'observation. Elle ne suffit donc pas à ramener la concordance dans la 
théorie de Mercure. Si ce résultat n'est guère décisif en faveur de la mécanique 
nouvelle, il est encore moins défavorable à son acceptation puisque le sens dans 
lequel elle corrige l'écart de la théorie classique est le bon. La théorie des autres 
planètes n'est pas sensiblement modifié dans la nouvelle théorie et les résultats 
coïncident à l'approximation des mesures près â ceux de la théorie classique. 

Pour conclure, il serait prématuré, je crois, malgré la grande valeur des argu- 
ments et des faits érigés contre elle, de regarder la mécanique classique comme 
définitivement condamnée. Quoiqu'il en soit d'ailleurs, elle restera la mécanique 
des vitesses très petites par rapport â celle de la lumière, la mécanique donc 
de notre vie pratique et de notre technique terrestre. Si cependant, dans quel- 
ques années sa rivale triomphe, je me permettrai de vous signaler un écueil 
pédagogique que n'éviteront pas nombre de maîtres, en France, tout au moins. 
Ces maîtres n'auront rien de plus pressé, en enseignant la mécanique élémentaire 
à leurs élèves, que de leur apprendre que cette mécanique là a fait son temps, 
qu'une mécanique nouvelle où les notions de masse et de temps ont une toute 
autre valeur la remplace; ils regarderont de haut cette mécanique périmée que les 
programmes les forcent à enseigner et feront sentir à leurs élèves le mépris qu'ils 
lui portent. Je crois bien cependant que cette mécanique classique dédaignée 
sera aussi nécessaire que maintenant et que celui qui ne la connaîtra pas à fond 
ne pourra comprendre la mécanique nouvelle. 
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